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Célculo II. Examen VI

Ejercicio 1. [2 puntos] Justificar de forma razonada si las siguientes funciones son
o no uniformemente continuas y/o lipschitzianas.

1. f:0,1]— R tal que f(x) = zInz, para cada = €0, 1].

Tenemos que es derivable en |0, 1], con:

f(r)=Inz+1 Im(f") =] — oo, 1]

Por tanto, como la derivada de f no estd acotada en ]0, 1[, tenemos que no es
lipschitziana. Veamos si es uniformemente continua.

1 2
Inx raopi = -
, , pital ., , ,
Iim f(z) =lim — "= =lim - =lim — =lim —2 =0
x—0 r—0 = x—0 —= z—0 I z—0
x x
lim f(x) =0

r—1

Por tanto, definiendo f(0) = f(1) = 0, tenemos una ampliacién continua del
dominio de f, por lo que f si es uniformemente continua.

2. F:[1,3] = R tal que F(z) = [} g(t) dt, donde g : [1,3] — R es una funcién
monotona.

Demostramos en primer lugar que g esta acotada. Como g es mondtona, su-
pongamos ¢ creciente (no es restrictivo). Entonces:

g(1) < g(x) <g(3)  Vrell,3]

Por tanto, tenemos que esta acotada.

Por ser g mondtona y acotada, tenemos que es Riemman Integrable. Ademas,
por ser acotada, tenemos que |g(z)| < M € R. Entonces:

/lyg(t) dt—/lxg(t) dt’ =

Por tanto, tenemos que F'(x) es uniformemente continua y, por tanto, lips-
chitziana y continua.

|F(y) = F(x)| =

Yy
[ ot < arly -

Ejercicio 2. [1 punto] Calcular el siguiente limite:

1 /n+1\? [n+2)?
L= lim — + +
n—oo N n n

Definimos f(x) = (1 + x)?. Entonces:

(2)

L—h’mlif LA 1f(x)dx—/1$2—|—2x+1dw— x—3+x2+x —2—1—1—
N N —Jo |3 07 3

T
3
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Ejercicio 3. [2 puntos] Determina para qué valores de a > 0, el drea de la regién
acotada limitada por la gréfica de la funcién f(x) = Inz, el eje de abcisas y las
rectas r = 1,z = a es igual a 1.

= Supongamos a > 1:

Tenemos que el area delimitada es:

A= /1 Inz do = { “U("Ei)::lnl Z(gtj } = [z mx]‘;—/laxé de = [zlnz — 2] =

=alna—a-In()+1=1v<=aha—a=0<=Ina=1<=a=c¢

Por tanto, tenemos que el valor buscado es a = e.

= Supongamos 0 < a < 1:

1 1 a
A:/—lnwda::—/lna:da::/1nxdw=1<:)a:e
a a 1

donde he usado el resultado del apartado anterior. Pero a < 1, por lo que no
es posible.

Observacion.

1 1
A—/ —Inz dr = —lim lnx:—h’m[wlnx—x]}::1+h'mclnc—c:1
0

c—0 c c—0 c—0

donde he usado que h'n% rlnx = 0.
T

Por tanto, tenemos que el valor pedido seria a = 0, pero tenemos que a > 0.

2
Ejercicio 4. [2 puntos] Calcular la longitud de la elipse 2? + L

92

Tenemos que se trata de la elipse centrada en el punto P(0,0) con los ejes para-
lelos a los ejes cartesianos. El semieje horizontal mide 1, y el semieje vertical mide
2 unidades. Por tanto, la representacion es esta:



Célculo II. Examen VI

(0,2)

(—1,0) (1,0)

(O’ _2)

Al ser simétrica la figura, calculo solo la longitud contenida en el primer cua-
drante, que es i de la longitud total.
En el primer cuadrante, tengo que =,y > 0. Por tanto, la funcion queda:

y2:4(1—x2):>y:2\/1—:c2

Por tanto, la longitud de la elipse en el primer cuadrante es:

z:/o VIF I @)E de

Calculo la derivada:
—2x 2x Ax?
/ ) = 2 . = — ! X 2 B —
=2 e s e =

Por tanto,

1 1 1
/ 472 1 — 22+ 422 /1 + 322
| = 1 dr = — dx = d
/0 +1—x2 v /0 1 — a2 ’ /0 122

Observacion. Este ejercicio se impugno ya que con los conocimientos de la asignatura
no es posible calcular dicha integral.

Ejercicio 5. [2 puntos] Sea F : Rf — R la funcién dada por F(z) := [, ¢t dt.
Estudiar su monotonia, y determinar su imagen. Calcular

T 2 T
(/ et dt) +/ et dt
7z 0 0
Jim VA
/ te?t dt
0

Tenemos que el integrando es una funcién continua, por lo que es localmente
integrable. Por tanto, por el TFC, tenemos que F'(x) es continua, con F'(x) = ev”.
Como F’(x) > 0, tenemos que F(z) es estrictamente creciente en R . Para calcular
la imagen, antes veamos su si el limite en +00 converge. Tenemos que e” < e’ Vre
R*, por lo que:

= t2 = t
e’ dt convergente = e’ dt convergente
0 0

6
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Como la integral de e no converge, tenemos que la integral que buscamos tam-
poco. Por tanto, tenemos que diverge positivamente.

lim F(z) = oo

T—00

Ademsds, tenemos que F'(0) = 0. Por tanto, tenemos que:

Im(F) =R

Para resolver el limite, tenemos que el numerador diverge positivamente. Veamos
el comportamiento del denominador en 4+o00. Como el integrando diverge positiva-
mente, tenemos que la integral también. Ademas, como el integrando es positivo,
puedo aplicar el TFC para calcular la derivada. Por tanto,

T 2 T
(/ et’ dt) +/ e’ dt
0 0 _ [E} L’Hgn'tal

2F (x) F' F
i - i 2 (@) F'(2) +1 (z) _
r—00 /‘ t62t4 dt o0 r—00 \/56212 )
0 2\/x
. 2F(x) +o ., 4F(x)+2 001 L'Hopital ,,  4€" o2
= lim 5 = lim —5— = [—} = lim s = lim — =0
T—00 eT” . BZZ T—00 er o0 x—o00 2xe® T—00 T
2

Ejercicio 6. Demostrar que 0 < f;o m dr < %

Definimos f(z) = m, g(x) = —5. Veamos en primer lugar el valor de la
siguiente integral:

> ’ 17" 1 11
/2 g(x) de = blggo i g(x) dx = blggj {—EL =3 blggo_g =3

Para razonar la desigualdad, vemos la siguiente desigualdad:

1 1
< = < — =1 T>1<=e">0
f(x)_g<l'> x2(1+6x) _12 +6 (&

Por tanto, tenemos que 0 < f(z) < g(x). Como son Riemman Integrables y la
integral conserva el orden, tenemos que:

/Qoodegloof(a:)dxg/:Og(x)dx

Usando el valor calculado de la integral de g(z), tenemos que:

o</°° L <
—— AT
=) 2ren =

N | —



